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1 Ââåäåíèå

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), ê ÷èñëó êîòîpûõ îòíîñÿòñÿ ãåíåòè÷åñêèå
àëãîpèòìû [26], ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè [28], àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [27] è äð., áåpóò íà÷àëî â ïåðâûõ pàáîòàõ ïî ýâîëþöèîííîìó
ìîäåëèðîâàíèþ Ë. Ôîãåëÿ ñ ñîàâò. [19] è Äæ. Ãîëëàíäà [26], ãäå áûëî ïðåäëî-
æåíî ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè äëÿ ñèíòåçà ýôôåêòèâ-
íûõ ñòðóêòóð è ñîçäàíèÿ ñèñòåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ïî÷òè îäíîâðå-
ìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì ìåòîäà ýâîëþöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, À.Ã. Èâàõ-
íåíêî è Ë.À. Ðàñòðèãèíûì áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãó-
ìåíòîâ [7] è ñëó÷àéíîãî ïîèñêà [15], ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü èäåè ýâîëþöèè
è ñëó÷àéíîé ìóòàöèè.

Îñíîâíîé ïðèíöèï ðàáîòû ÝÀ îñíîâàí íà êîìïüþòåpíîì ìîäåëèpîâàíèè
ïpîöåññà ýâîëþöèè ñ ó÷åòîì ôàêòîðîâ èçìåí÷èâîñòè, íàñëåäîâàíèÿ è îòáîðà
íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ îñîáåé. Â ÝÀ ýâîëþöèîííîå ìîäåëèpîâàíèå, êàê
ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ íå äëÿ èññëåäîâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé, à äëÿ
påøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Áàçîâàÿ èäåÿ èñïîëüçîâà-
íèÿ ÝÀ â îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (ïîïóëÿ-
öèè) äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è è ïðèìåíåíèè ¾ìàëûõ¿
ñëó÷àéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé áîëåå âûñîêîãî êà÷å-
ñòâà (áîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ). Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå ïðèñïîñîáëåííîñòü îñî-
áè, òåì áîëüøå îíà èìååò øàíñîâ áûòü âûáðàííîé â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ðåøåíèé. ÝÀ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðè
ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ â óïðàâëåíèè, ïëàíèðîâàíèè, ïðîåêòèðîâàíèè,
ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [3, 12, 13, 16]).

Îäíèì èç òèïè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ÝÀ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì (ÊÃÀ), ïðåäëîæåííûé Äæ. Ãîëëàíäîì [26]. Â ýòîì àëãîðèò-
ìå ïpèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé ê óñëîâèÿì ¾îêpóæàþùåé ñpåäû¿ âûpàæàåò-
ñÿ íåêîòîpîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è.
×åì âûøå êà÷åñòâî äîïóñòèìîãî påøåíèÿ, ïîíèìàåìîå êàê çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, òåì âûøå åãî ïðèñïîñîáëåííîñòü. Ïîïóëÿöèÿ pàçâèâàåòñÿ çà ñ÷åò
îòáîpà ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåê-
öèè è ïpèìåíåíèÿ ê íèì ñëó÷àéíûõ îïåpàòîpîâ, èìèòèpóþùèõ ìóòàöèþ ãå-
íîâ è ðåêîìáèíàöèþ pîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ (êðîññèíãîâåð). Â ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòàõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (ÃÀ) èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå îïåðàòîðû
îòáîðà, ïðè ýòîì îñîáè ñ á�îëüøèì çíà÷åíèåì ïðèñïîñîáëåííîñòè, â ñðåäíåì,
ïîëó÷àþò áîëüøåå ÷èñëî ïîòîìêîâ íà ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè.

Ïðè ñîçäàíèè ÃÀ íàõîäèò ïpèìåíåíèå áèîíè÷åñêèé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â
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çàèìñòâîâàíèè ïpèíöèïîâ îðãàíèçàöèè ñèñòåì èç æèâîé ïpèpîäû. Â äàííîì
ñëó÷àå èìååò ìåñòî çàèìñòâîâàíèå ïðèíöèïà ïîñòåïåííûõ àäàïòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé â ïðåäåëàõ ïîïóëÿöèè èëè âèäà â õîäå, òàê íàçûâàåìîé, ìèêpî-
ýâîëþöèè.

Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ àêàä. Þ.Ï. Àëòóõîâà è äðóãèõ àâòîðîâ
(ñì., [1], � 6.4), áîëåå ¾ìàñøòàáíàÿ¿ ìåæâèäîâàÿ èçìåí÷èâîñòü (ìàêðîýâî-
ëþöèÿ) òðåáóåò ñêà÷êîîáðàçíûõ ïåðåñòðîåê ãåíîòèïà è íå ìîæåò áûòü âûâå-
äåíà íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòåïåííîé âíóòðèâèäîâîé èçìåí÷èâîñòè. Â ñâÿçè ñ
íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ òàêèõ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïåðåñòðîåê, ïðèâëå÷åíèå
èçâåñòíîé òåîðèè ïðîèñõîæäåíèÿ âèäîâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè
ÃÀ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì (ñì. [30], �1.3).

Îãðàíè÷åííûé îáúåì íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ íå ïîçâîëÿåò äàòü ïîäðîáíî-
ãî èçëîæåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ÃÀ (ñì., íàïðè-
ìåð, [30]) è îïèñàòü âåñü êëàññ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àþùèé â
ñåáÿ òàêæå ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè [28], àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ [27], èìèòàöèè îòæèãà [12] è äð. Èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü ìîæåò
íàéòè èíôîðìàöèþ ïî ýòèì òåìàì â óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ.

Ìàòåðèàë íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïèñà-
íèþ êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà ÃÀ è åãî ïðèìåíåíèþ ïîñâÿùåí � 2. Ðàçëè÷íûå
ìîäèôèêàöèè ÃÀ îáñóæäàþòñÿ â � 3. Äàëåå, â � 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû
ãèáðèäèçàöèè ÃÀ ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè òî÷íûìè è ïðèáëèæåííûìè
àëãîðèòìàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 07-01-00410.
Àâòîð áëàãîäàðåí Ï.À. Áîðèñîâñêîìó çà ïîìîùü â îïèñàíèè îïåðàòîðà êðîñ-
ñèíãîâåðà äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.
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2 Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

2.1 Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÊÃÀ) áûë ïðåäëîæåí Äæ. Ãîëëàí-
äîì [26], êàê àëãîðèòì, èìèòèðóþùèé àäàïòàöèþ ïîïóëÿöèè ê çàäàííîé
ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ïðè ýòîì, êàê è â ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå [1],
ïîä ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ îò îñîáè äàí-
íîãî ãåíîòèïà â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îêðóæàþùåé ñðåäû. Âïîñëåäñòâèè
ÊÃÀ ñòàë àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ è êàê ìåòîä îïòèìèçàöèè [16, 24]. Ïóñòü
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ¾íà ìàêñèìóì¿ èìååò îáùèé âèä

max{f(x) : x ∈ X}, (1)

ãäå X � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, íàïðèìåð, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn èëè
ïðîñòðàíñòâî {0, 1}n áóëåâûõ ñòðîê äëèíû n. Ïðîöåññ ðàáîòû ÊÃÀ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñìåíó ïîïóëÿöèé (ïîêîëåíèé), ñîñòîÿùèõ èç
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îñîáåé. Çäåñü è äàëåå ïîä îñîáüþ ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé x ∈ X èëè íåêîòîðîå åãî ïðåäñòàâëåíèå â àëãîðèòìå.
×åì áîëüøå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè îñîáè, òåì áîëüøå øàíñîâ îíà èìååò
îñòàâèòü ïîòîìêîâ â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè è òåì áîëüøå ïðèñïîñîáëåííîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåíîòèïà (ýòîò ïðèíöèï ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ è ïðèìåíè-
òåëüíî ê çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè). Ïðè ôîðìèðîâàíèè ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ
÷àñòü ïîòîìêîâ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íà ðîäèòåëüñêèì îñîáÿì, à ÷àñòü èçìå-
íÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ìóòàöèè è
êðîññèíãîâåðà (ñêðåùèâàíèÿ).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÊÃÀ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ñòðîêàìè
ôèêñèðîâàííîé äëèíû l. Êàæäîé ñòðîêå èç l ñèìâîëîâ àëôàâèòà {0, 1} ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x : B → X,
ãäå B = {0, 1}l. Äàííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñõåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-
íèé. Ñòðîêè ξ ∈ B ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåíîòèïàìè èëè õðîìîñîìàìè, à èõ
îáðàçû x(ξ) ∈ X � ôåíîòèïàìè. Çäåñü è äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòà
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ñèìâîë x, ÷òî è äëÿ ñõåìû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ x(·), îäíàêî, èç êîíòåêñòà ñìûñë ñèìâîëà x âñåãäà áóäåò ÿñåí.

Óïîòðåáëåíèå òåðìèíîâ ¾ôåíîòèï¿ è ¾ãåíîòèï¿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè
àíàëèçå è ïðèìåíåíèè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñïî-
ñîá âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â àëãîðèòìå. Ýëåìåíòû ñòðîêè ξ ∈ B

ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåíàìè ïî àíàëîãèè ñ ó÷àñòêàìè ìîëåêóëû ÄÍÊ. Åñëè
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé X èìååò áåñêîíå÷íóþ ìîùíîñòü, òî â ÊÃÀ åãî íåÿâíî
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îãðàíè÷èâàþò ìíîæåñòâîì ëèøü òåõ ðåøåíèé (ôåíîòèïîâ), êîòîðûå ïðåäñòà-
âèìû ãåíîòèïàìè.

Ïîïóëÿöèåé Π = (ξ1, ξ2, . . . , ξN) ÷èñëåííîñòè N íàçûâàåòñÿ âåêòîð ïðî-
ñòðàíñòâà BN , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãåíîòèïû îñîáåé äàííîé ïîïó-
ëÿöèè. Ñïîñîá íóìåðàöèè îñîáåé â ïîïóëÿöèè ÊÃÀ íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ïî-
ïóëÿöèÿ ïîêîëåíèÿ t áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Πt = (ξ1t, ξ2t, . . . , ξNt). Èòå-
ðàöèåé ÊÃÀ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò òåêóùåé ïîïóëÿöèè Πt ê ñëåäóþùåé ïîïó-
ëÿöèè Πt+1. ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè N ôèêñèðîâàíà îò íà÷àëà ðàáîòû àëãî-
ðèòìà äî êîíöà è äëÿ óäîáñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî N ÷åòíî.

Ïðè îöåíêå ¾êà÷åñòâà¿ îñîáè â ÊÃÀ âìåñòî öåëåâîé ôóíêöèè f(·) èñ-
õîäíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ãåíîòèïà1 Φ(ξ) =
φ(f(x(ξ))), ãäå ξ ∈ B. Çäåñü φ : R → R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ,2 âûáèðàåìàÿ ïðè àäàïòàöèè ÊÃÀ ê êîíêðåòíîé çàäà÷å îïòèìè-
çàöèè ñ ó÷åòîì åå ñïåöèôèêè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåí-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x(ξ)), åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà.3 Â
áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìàêñèìóìû ôóíêöèè Φ(ξ) ñîîòâåòñòâóþò íàè-
áîëåå ïðèñïîñîáëåííûì ãåíîòèïàì äëÿ äàííîé ¾îêðóæàþùåé ñðåäû¿.

Óñëîâèìñÿ ëó÷øèé èç íàéäåííûõ ãåíîòèïîâ ê ïîêîëåíèþ t îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç ξ̃t, ò.å.

ξ̃t = argmax{Φ(ξi,τ), i = 1, ..., N, τ = 0, ..., t}.
Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó ÊÃÀ. Èñïîëüçóåìûå çäåñü âåðîÿòíîñòíûå îïåðàòîðû
Sel : Bn → {1, . . . , N}, Cross : B ×B → B ×B è Mut : B → B áóäóò îïèñàíû
íèæå.

Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

0. Ïîëîæèòü t := 0.
1. Ïîêà íå çàïîëíåíà íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ, âûïîëíÿòü øàãè 1.1-1.2:

1.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíîòèï ξ.
1.2. Äîáàâèòü ξ â ïîïóëÿöèþ Π0.

2. Äëÿ k îò 1 äî N/2 âûïîëíÿòü øàãè 2.1-2.3:
2.1. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü ãåíîòèïû ξ := ξt,Sel(Πt), η := ξt,Sel(Πt).
2.2. Ñêðåùèâàíèå: ïîñòðîèòü (ξ′, η′) := Cross(ξ, η).
2.3. Ìóòàöèÿ: ïîëîæèòü ξ2k−1,t+1 := Mut(ξ′), ξ2k,t+1 := Mut(η′).

1Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �tness function.
2Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ñîñòàâà òåêóùåé ïîïóëÿöèè Πt � òîãäà ìû

áóäåì åå îáîçíà÷àòü ÷åðåç φ(Πt).
3Î çàäàíèè ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè â ñëó÷àå, êîãäà f(x) ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ ñì. â êîíöå ï.2.2.
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3. Ïîëîæèòü t := t + 1.
4. Åñëè t ≤ tmax òî èäòè íà øàã 2, èíà÷å � íà øàã 5.
5. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÊÃÀ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé x(ξ̃tmax).

Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ ñõåìó. Äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íåîáõîäèìà íåêî-
òîðàÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ Π0, ýëåìåíòû êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå ãåíîòèïîâ B, ò.å.
P{ξi,0

k = 0} = P{ξi,0
k = 1} = 1/2, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , l.

Âåðîÿòíîñòíûé îïåðàòîð ñåëåêöèè îñîáåé íà ïðîñòðàíñòâå ïîïóëÿöèé
Sel(Π) èìååò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è åñòåñòâåííûé îòáîð â ïðèðîäå. Äåéñòâèå
ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â âûáîðå íîìåðà ðîäèòåëüñêîé îñîáè äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ î÷åðåäíîãî ïîòîìêà. Ãåíîòèï ξi,t ñ íîìåðîì i, i = 1, . . . , N èç ïîïó-
ëÿöèè Πt îêàçûâàåòñÿ ðîäèòåëüñêîé îñîáüþ ïðè ôîðìèðîâàíèè î÷åðåäíîãî
ãåíîòèïà ξk,t+1 ïîïóëÿöèè Πt+1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

Ps(i, Π
t) =

Φ(ξi,t)∑N
j=1 Φ(ξj,t)

. (2)

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ îñîáü ξi,t ïîïóëÿöèè Πt ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â ñîçäàíèè
ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé Áåðíóëëè èç N èñïûòàíèé,
ãäå âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà Ps(i, Π

t). Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ âûáîð ξi,t

îäíîâðåìåííî â êà÷åñòâå ξ è η íà øàãå 2.1. Îïèñàííûé îïåðàòîð Sel èíî-
ãäà òàêæå íàçûâàþò ñåëåêöèåé ìåòîäîì ðóëåòêè [16, 24]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êîëåñî ðóëåòêè ðàçáèòî íà N ñåêòîðîâ, ïðè÷åì ñåêòîð i ñîîòâåòñòâóåò îñî-
áè i è èìååò ðàäèàííóþ ìåðó 2πPs(i, Π

t). Òîãäà ñåëåêöèþ îñîáè ξi,t ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü, êàê âûáîð i-ãî ñåêòîðà íà êîëåñå ðóëåòêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ñåëåêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé, åñëè ñðåäíåå
÷èñëî ïîòîìêîâ îñîáè ïðîïîðöèîíàëüíî îòíîøåíèþ åå ïðèñïîñîáëåííîñòè
ê ñóììå ïðèñïîñîáëåííîñòåé âñåõ îñîáåé ïîïóëÿöèè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïèñàííûé âûøå îïåðàòîð ñåëåêöèè îñóùåñòâëÿåò
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ñåëåêöèþ, ò.ê. ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ îñîáè ξi,t ðàâ-
íî NΦ(ξi,t)/

∑N
j=1 Φ(ξj,t). Åñëè çàäàòü ôóíêöèþ Φ(ξj,t) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü óñëîâèå
N∑

j=1
Φ(ξj,t) = N, (3)

òî ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáè áóäåò ðàâíà ñðåäíåìó ÷èñëó åå ïîòîìêîâ. Òàêèì
îáðàçîì, çàèìñòâîâàíèå òåðìèíà ¾ïðèñïîñîáëåííîñòü¿ èç áèîëîãèè âïîëíå
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îïðàâäàíî, ïî êðàéíåé ìåðå, â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî (3). Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(·) ëåãêî íîðìèðîâàòü ñ
ïîìîùüþ òàêîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ôóíêöèè φ(·), êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû
ñîîòíîøåíèå (3) íà êàæäîé èòåðàöèè ÊÃÀ, îäíàêî, íà ïðàêòèêå ýòî íå èìååò
ñìûñëà. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ñâÿçàíî ñ âîïðîñîì ýôôåêòèâíîé ðåàëèçà-
öèè ïðîöåäóðû ñåëåêöèè.

Óïðàæíåíèå 2.1 Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïðèñïîñîáëåí-
íîñòè îñîáåé òåêóùåé ïîïóëÿöèè Πt ñåëåêöèÿ âñåõ ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íîâîé ïîïóëÿöèè Πt + 1 ìîæåò áûòü âûïîëíåíà â ÊÃÀ çà âðå-
ìÿ O(N log2(N)).

Äàëåå, äëÿ îïèñàíèÿ ÊÃÀ íåîáõîäèìî îïèñàòü äâóìåñòíûé îïåðàòîð
êðîññèíãîâåðà (ñêðåùèâàíèÿ) Cross(ξ, η) è îäíîìåñòíûé îïåðàòîð ìóòàöèè
Mut(ξ), äåéñòâèå êîòîðûõ íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð.

Ðåçóëüòàò êðîññèíãîâåðà (ξ′, η′) = Cross(ξ, η) ñ âåðîÿòíîñòüþ Pc ôîðìèðó-
åòñÿ â âèäå

ξ′ = (ξ1, ξ2, ..., ξχ, ηχ+1, ..., ηl),

η′ = (η1, η2, ..., ηχ, ξχ+1, ..., ξl),

ãäå ñëó÷àéíàÿ êîîðäèíàòà ñêðåùèâàíèÿ χ âûáðàíà c ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì îò 1 äî l − 1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pc îáà ãåíîòèïà ñîõðàíÿþòñÿ
áåç èçìåíåíèé, ò.å. ξ′ = ξ, η′ = η. Âëèÿíèå îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà ðåãóëè-
ðóåòñÿ ïàðàìåòðîì Pc. Äàííûé îïåðàòîð ïðèíÿòî íàçûâàòü îäíîòî÷å÷íûì
êðîññèíãîâåðîì.4

Îïåðàòîð ìóòàöèè â êàæäîé ïîçèöèè ãåíîòèïà ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Pm

èçìåíÿåò åå ñîäåðæèìîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåí îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Òàêèì îáðàçîì, ìóòàöèÿ ýëåìåíòîâ ãåíîòèïà ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå Áåðíóëëè
ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà Pm.

Èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòåé ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà ïîçâîëÿåò ðåãóëèðîâàòü
ðàáîòó KÃÀ è íàñòðàèâàòü åãî íà êîíêðåòíûå çàäà÷è. Óâåëè÷åíèå âåðîÿòíî-
ñòè ìóòàöèè äî 0.5 ïðåâðàùàåò ÊÃÀ â ïðîñòîé ñëó÷àéíûé ïåðåáîð, èìåþ-
ùèé âåñüìà îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå (ñì. [15], � 6.1). Óìåíüøåíèå æå Pm

äî íóëÿ ïðèâîäèò ê ìàëîìó ðàçíîîáðàçèþ ãåíîòèïîâ â ïîïóëÿöèè è ìîæåò
âûçâàòü çàöèêëèâàíèå ÊÃÀ íà íåáîëüøîì ïîäìíîæåñòâå ðåøåíèé. Âåëè÷è-
íû Pc è N òàêæå ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîïó-
ëÿöèè ê ðåøåíèÿì ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà (ñì., íàïðèìåð, [6, 16]). Íàñòðàè-
âàåìûå ïàðàìåòðû ÊÃÀ âûáèðàþò, êàê ïðàâèëî, â ñëåäóþùèõ äèàïàçîíàõ:
0 ≤ Pc ≤ 1, 10−3 ≤ Pm ≤ 0.3, 30 ≤ N ≤ 1000.

4Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí one-point crossover.
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2.2 Ïðèìåíåíèå ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ÊÃÀ ê çàäà÷å âèäà (1). Ïóñòü R+

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f : X → R+, ïðè X =
{0, 1, ..., 2n−1}, ãäå n � öåëîå. Ïðè àäàïòàöèè ÊÃÀ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé òàêîé
çàäà÷è åñòåñòâåííî ïîëîæèòü l = n è âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîè÷íîé ñèñòåìîé
ñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàïèñè ðåøåíèé:

x(ξ) =
l−1∑
j=0

ξl−j2
j.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà öåëåâàÿ
ôóíêóèÿ: Φ(ξ) = f(x(ξ)).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå â ãðàôå. Äàí
ãðàô G = (V, E), V = {v1, ..., vn}, êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàí âåñ w : E → R+.
Ðàçðåçîì â ãðàôå G íàçûâàþò ïàðó ïîäìíîæåñòâ {U,U ′}, òàêèõ ÷òî
U ∪ U ′ = V , U ∩ U ′ = ∅. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè â äàëüíåéøåì ðàçðåç áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê îäíî èç åãî ïîäìíîæåñòâ (â äàííîì ñëó÷àå U èëè U ′), ò.ê.
âòîðîå ïîäìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçðåç U ñ
ìàêñèìàëüíûì âåñîì

W (U) =
∑

e=(u,v)∈E:
u∈U, v∈V \U

w(e).

Åñëè âåðíà èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà P6=NP (ñì., íàïðèìåð, [5]), òî äëÿ äàííîé çàäà-
÷è íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ñ ãàðàíòèåé îòûñêè-
âàþùèõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.5 Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë ðàçðàáîòêà ýâðè-
ñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ, è â ÷àñòíîñòè, ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÊÃÀ ïîëîæèì X = {U : U ⊆ V }, f(U) = W (U). Ïðåäñòàâ-
ëåíèå ðåøåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: x(ξ) = {vj ∈ V : ξj = 1, j = 1, ..., n},
ïðè ýòîì l = n è Φ(ξ) = f(x(ξ)).

Î÷åâèäíî, ïðè äàííîé êîäèðîâêå îïåðàòîðû Mut è Cross âñåãäà âîçâðàùà-
þò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì âîçíèêàåò, òàê
íàçûâàåìàÿ, ïðîáëåìà âûðîæäåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ: îäèí è òîò æå ðàçðåç
{U,U ′} ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äâóìÿ ñïîñîáàìè (ëèáî ñèìâîë "1" êîäèðóåò
âåðøèíó, ëåæàùóþ â U , ëèáî â U ′). Òàêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ìîæåò ïðèâåñòè

5Çäåñü è äàëåå òåðìèí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îçíà÷àåò àëãîðèòì ñ òðóäîåìêîñòüþ, îãðàíè÷åííîé
íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ýôôåê-
òèâíûé àëãîðèòì, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé.
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ê ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà èç-çà ñêðåùèâàíèÿ îñîáåé,
çàêîäèðîâàííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Óïðàæíåíèå 2.2 Ïðåäëîæèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå â ãðàôå ïðè l = n− 1.

Çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè áåçóñëîâíîé îï-
òèìèçàöèè (1) íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè
âèäà

max{F (x) : x ∈ D ⊆ X}, (4)

ãäå D � îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé òàêèõ çà-
äà÷ òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ÊÃÀ. Îäèí èç ïîäõîäîâ îñíîâàí íà
¾øòðàôîâàíèè¿ ðåøåíèé, íàõîäÿùèõñÿ çà ïðåäåëàìè äîïóñòèìîé îáëàñòè.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëàãàòü f(x) = F (x) ïðè x ∈ D,
èíà÷å f(x) = µ, ãäå µ � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f : Z → R+ íà
ìíîæåñòâå D = {a, a + 1, ..., b}, ãäå 0 < a < b è Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
Êàê è â ïðèìåðå 1 âîñïîëüçóåìñÿ äâîè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ:

x(ξ) = a +
l−1∑
j=0

ξl−j2
j, (5)

ãäå l = dlog2(b − a)e. Ïðè x(ξ) ∈ {a, a + 1, ..., b} ïîëàãàåì Φ(ξ) = F (x(ξ)),
èíà÷å Φ(ξ) = 0.

Òàê êàê íå ìåíåå ïîëîâèíû ãåíîòèïîâ ïðè äàííîé êîäèðîâêå îòîáðàæàþò-
ñÿ â äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ èç îáëàñòè D, òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ óæå â
íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè áóäóò íàéäåíû äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íåäîñòàòêîì äàííîãî ñïîñîáà ó÷åòà íåäîïóñòèìîñòè
ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå òî÷êè âíå îáëàñòè D îêàçûâàþòñÿ ¾îäèíàêîâî
ïëîõè¿ è ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè íå äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè îá óäà-
ëåííîñòè íåäîïóñòèìîé òî÷êè îò îáëàñòè D. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè
ïîèñê äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñàì ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ
çàäà÷ó è áåç èíôîðìàöèè îá óäàëåííîñòè òî÷êè îò îáëàñòè D àëãîðèòì
ìîæåò íå äàòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äàëåå, â ïðèìåðå 4 áóäåò ðàññìîòðåí
áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ øòðàôíîé ôóíêöèè.

Åñëè D ⊂ X = Rn è ìíîæåñòâî D îãðàíè÷åíî, òî åãî ìîæíî äèñêðå-
òèçîâàòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê äèñêðåòíîé ðåøåòêå òî÷åê ñ
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äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ ÷àñòî
çàìåíÿåòñÿ ïîèñêîì îïòèìóìà íà äèñêðåòíîì ïîäìíîæåñòâå íåêîòîðîãî
n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Ω ⊂ X.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü îáëàñòü D ïîãðóæåíà â n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä Ω:

D ⊆ Ω = {x ∈ Rn : a1 ≤ x1 ≤ b1, ..., an ≤ xn ≤ bn}.

Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ôåíîòèïà â äâîè÷íîé ñè-
ñòåìå ñ÷èñëåíèÿ:

x(ξ)i = ai +
di

2k − 1

k−1∑
j=0

ξki−j2
j, i = 1, ..., n, (6)

ãäå di = bi−ai, i = 1, ..., n. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êîäèðîâàíèå êàæäîé
êîîðäèíàòû èñïîëüçóåòñÿ k áèò, l = kn è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîâ gi =
(ξk(i−1)+1, ..., ξki) êîäèðóåò i-þ êîîðäèíàòó.

Åñëè îáëàñòü D çàäàíà ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

D = {x ∈ Rn : f1(x) ≤ 0, ..., fm(x) ≤ 0},

òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ

P (x) =
m∑

i=1
max{fi(x), 0},

ïðè ýòîì ïîëàãàþò f(x) = F (x)− rP (x). Çíà÷åíèå r âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì äëÿ òîãî, ÷òîáû êàêîå-ëèáî íåäîïóñòèìîå ðåøåíèå íå ïðåâçîøëî
îïòèìóì ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f . Íàïðèìåð, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

f(x(ξ)) < f(x(η)) äëÿ ëþáûõ ξ, η, òàêèõ ÷òî x(ξ) 6∈ D, x(η) ∈ D. (7)

Ïîäðîáíåå î ñâîäèìîñòè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çà-
äà÷àì áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñì., íàïðèìåð, â [8].

Íàðÿäó ñ èñïîëüçîâàíèåì øòðàôíûõ ôóíêöèé âîçìîæíû è äðóãèå ìåòîäû
ó÷åòà îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
ïðè ïîëó÷åíèè íåäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ íà âûõîäå îïåðàòîðà ìóòàöèè, òàêîå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ¾æàäíûõ¿ àëãîðèòìîâ
(ñì. ï. 4.2). Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â âûáîðå ïîäõîäÿùåé êîäèðîâêè, ïðè
êîòîðîé x(B) ⊆ D. Ñ ýòîé öåëüþ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, â ÷àñòíîñòè,
ìåòîäû, îïèñàííûå â ï. 4.3.

10



Ïðèìåð 5. Îáùàÿ ñõåìà ÊÃÀ ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé
çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó ÖËÏ ñëåäóþùåãî âèäà: íàéòè

F (x) = (c, x) → max (8)

ïðè óñëîâèÿõ
Ax ≤ b, x ≥ 0, (9)

x ∈ Zn. (10)

Çäåñü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (m×n), c = (c1, ..., cn)
T , b = (b1, ..., bm)T , x =

(x1, ..., xn)
T . Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî M, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé

íåðàâåíñòâ (9), îãðàíè÷åíî. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîð öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå
åãî êîìïîíåíòû öåëî÷èñëåííû.

Ìíîãîãðàííèê äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîãðóæàåòñÿ â n-ìåðíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä Ω = {x ∈ Rn|d′j ≤ xj ≤ d′′j , j = 1, ..., n}. Ãðàíèöû ïàðàëëåëå-
ïèïåäà d′j, d

′′
j ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, ðåøåíèåì 2n çàäà÷ ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé (9) è öåëåâûìè ôóíêöèÿ-
ìè xj → max, xj → min, j = 1, . . . , n.

Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà áèíàðíîé ñòðîêè äëÿ êîäèðîâêè j-òîé êîîðäèíàòû
öåëî÷èñëåííîé òî÷êè èç Ω ñîñòàâëÿåò kj = dlog2(d

′′
j −d′j)e áèò ïðè d′j < d′′j . Íå

òåðÿÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî d′j < d′′j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n.
Äîïóñòèìûì öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì â Ω ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïðîñòðàí-
ñòâà B, ñîñòîÿùèå èç n ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñàííûõ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëå-
íèé êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, B = {0, 1}k1+...+kn è

x(ξ)j = d′j +
kj−1∑
i=0

2iξk1+...+kj−i, j = 1, ..., n. (11)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) ñ ó÷åòîì ¾øòðàôà¿:

f(x) =


F (x) ïðè s(x) = 0

F (X)− rs(x) ïðè s(x) > 0,

ãäå s(x) � ñóììà íàðóøåíèé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (9) äëÿ òî÷êè x; r � íåêîòî-
ðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, äîñòàòî÷íàÿ ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (7).

Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(ξ) = φ(Πt)(f(x(ξ))) =
f(x(ξ))− f t

min

f t
avg − f t

min
, (12)
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ãäå f t
avg, f

t
min � ñðåäíåå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x(ξ)) íà òåêóùåé

ïîïóëÿöèè Πt. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ Φ(ξ)
íåîòðèöàòåëüíà è íåóáûâàåò ñ ðîñòîì f(x). Äàííûé âàðèàíò ôóíêöèè ïðè-
ñïîñîáëåííîñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ÊÃÀ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèÿ
íà çíàê öåëåâîé ôóíêöèè.

2.3 Êîäèðîâêà Ãðåÿ

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå â íåêîòîðûõ áëèçêèõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ (íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë
127 è 128 ðàçëè÷àþòñÿ â âîñüìè ïîçèöèÿõ). Äàííîãî íåäîñòàòêà ëèøåíà êî-
äèðîâêà Ãðåÿ [18].

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé n = 1. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå x(ξ) â
ôîðìóëå (11) çàìåíÿåòñÿ êîìïîçèöèåé x(γ(ξ)), ãäå ïðåîáðàçîâàíèå γ ïåðåâî-
äèò ÷èñëî èç êîäèðîâêè Ãðåÿ ξ â åãî çàïèñü ξ̃ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
ïî ôîðìóëå:

ξ̃k =
k⊕

j=1
ξj, k = 1, ..., l.

Äàííîå îòîáðàæåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî è îáðàòíûé îïåðàòîð G = γ−1 äåé-
ñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: G(ξ̃) = (ξ̃1, ξ̃1 ⊕ ξ̃2, ..., ξ̃l−1 ⊕ ξ̃l) (íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü ÷òî γ(G(ξ̃)) = ξ̃ äëÿ ëþáîãî ξ̃.)

Ïóñòü βl(i) � çàïèñü öåëîãî ÷èñëà i â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì l áèòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(ξ, ξ′) =

∑l
j=1 |ξj − ξ′j| ðàññòîÿíèå â

ìåòðèêå Õýììèíãà ìåæäó ñòðîêàìè ξ è ξ′. Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå Õýììèíãà ìåæäó êîäèðîâêàìè ÷èñåë, ðàçëè÷àþùèõñÿ íà 1, ðàâíî 1.

Òàáëèöà 1: Çàïèñü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è êîäèðîâêà Ãðåÿ

i β3(i) G(β3(i))

0 000 000
1 001 001
2 010 011
3 011 010
4 100 110
5 101 111
6 110 101
7 111 100

Óïðàæíåíèå 2.3 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, ..., 2l−1 âûïîëíÿåòñÿ
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ðàâåíñòâî
ρ(G(βl(i− 1)), G(βl(i))) = 1.

Îñîáåííî ïîëåçíà äàííàÿ êîäèðîâêà â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, ãäå ïàðàìåòðû
íåïðåðûâíî èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè è ïîïóëÿöèÿ äîëæíà ïîñòîÿííî
ñëåäîâàòü çà ýêñòðåìóìîì öåëåâîé ôóíêöèè.

3 Ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî ãåíåòè÷åñêîãî

àëãîðèòìà

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðèìåíåíèå ÊÃÀ îêàçûâàåòñÿ ìàëîýôôåê-
òèâíûì, ò.ê. íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñïåöèôèêó çàäà÷. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáî-
òàíî áîëüøîå ÷èñëî ìîäèôèêàöèé ÊÃÀ. Äàëåå âñå òàêèå ìîäèôèêàöèè áóäåì
íàçûâàòü ãåíåòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè (ÃÀ).

Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ðÿä ìîäèôèêàöèé ÊÃÀ äëÿ çàäà÷è ÖËÏ èç ï.2.2.
Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæåò
áûòü àäàïòèðîâàíà òàê, ÷òîáû χ âûáèðàëîñü ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
èç ìíîæåñòâà {k1, k1 + k2, ..., k1 + ... + kn−1}. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò
¾ðàçðûâàòü¿ ãåíîòèïû òîëüêî â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
êîîðäèíàò. Êàê îòìå÷åíî Ð.Ò. Ôàéçóëëèíûì [23], äåéñòâèå òàêîãî îïåðàòîðà
êðîññèíãîâåðà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîâîðîòó ðîäèòåëüñêèõ ôåíîòèïîâ
âîêðóã ñåðåäèíû ñîåäèíÿþùåãî èõ îòðåçêà. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà ïî-
ñâÿùåíî ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 3.1 Ïóñòü χ ∈ {k1, k1 + k2, ..., k1 + ... + kn−1}. Ïîêàçàòü, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà Rχ,ξ,η â Rn, ïðè

êîòîðîì x(ξ′) = Rχ,ξ,η(x(ξ)), x(η′) = Rχ,ξ,η(x(η)), ïðè÷åì Rχ,ξ,η

(
x(ξ)+x(η)

2

)
=

x(ξ)+x(η)
2 .

Çà÷àñòóþ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ÖËÏ (8)-(10) îêàçûâàåòñÿ ðàñïî-
ëîæåííûì ñðàâíèòåëüíî áëèçêî ê îïòèìóìó x̃ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (8)-(9), íàçûâàåìîé ËÏ-ðåëàêñàöèåé èñõîäíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå x̃

ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî íàéäåíî ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
äàòü ¾ïîäñêàçêó¿ î òîé îáëàñòè, îòêóäà èìååò ñìûñë íà÷èíàòü ïîèñê ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ÖËÏ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÃÀ. Îñîáè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ìîãóò
ïîðîæäàòüòñÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ n-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì â òî÷êå x̃. Â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ãåíîòèïà
èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íàÿ çàïèñü îêðóãëåííûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ êîîðäèíàò.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè [22], ÷òî åñëè âåðîÿòíîñòü ìó-
òàöèè äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî äèñïåðñèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò
áûòü óñòàíîâëåíà ðàâíîé íóëþ.

3.1 Îïåðàòîðû ñåëåêöèè

Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñåëåêöèè îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñðåäíåå
âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé çàäàííîãî êà÷åñòâà è íà ðàçáðîñ ðåçóëüòàòîâ ïðè
íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèÿõ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà â ÃÀ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ îïå-
ðàòîð ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè èç ÊÃÀ ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì çàìåíåí
äðóãèìè îïåðàòîðàìè ñåëåêöèè. Ïðè ýòîì âûáîð êàæäîé ðîäèòåëüñêîé îñîáè
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, êàê ýòî äåëàåòñÿ â îïåðàòîðå
ñåëåêöèè èç ÊÃÀ, ëèáî çàâèñèìî � ñì., íàïðèìåð, îïåðàòîð ñòîõàñòè÷åñêîé
óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèè Áýêåðà, îïèñûâàåìûé äàëåå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè íåîáõîäèìî âûáðàòü
íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè, èìåþùèå îäèíàêîâûé ñìûñë äëÿ âñåõ èç íèõ.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ÷èñëà ñîáûòèé, ñîñòîÿùèõ â âûáîðå îñîáè i â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîé
â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîãî ïîêîëåíèÿ. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Z(i, Πt) è ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü K1, . . . , KN � íîìåðà ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé, âûáðàííûõ èç Πt ïðè
ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîé ïîïóëÿöèè â ÃÀ. Òîãäà Z(i, Πt) � ÷èñëî òàêèõ j, ÷òî
Kj = i.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñåëåêöèÿ Áýêåðà. Ïðè ïîñòðîåíèè
î÷åðåäíîé ïîïóëÿöèè îïåðàòîð ñåëåêöèè ÊÃÀ âûáèðàåò îñîáü i â ñðåä-
íåì Ps(i, Π

t)N ðàç, îäíàêî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z(i, Πt) ìîæåò ñóùåñòâåííî
îòêëîíÿòüñÿ îò ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî
ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîé ðàáîòå ÃÀ â öåëîì. Äëÿ ñíèæåíèÿ òàêèõ êî-
ëåáàíèé Äæ. Áýêåð ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ îïåðàòîðà ñåëåê-
öèè, íàçûâàåìóþ ñòîõàñòè÷åñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèåé6 [16, 24]: êàæäàÿ
îñîáü i ãàðàíòèðîâàííî âûáèðàåòñÿ bPs(i, Π

t)Nc ðàç â êà÷åñòâå ðîäèòåëÿ, à
äðîáíàÿ ÷àñòü {Ps(i, Π

t)N} èñïîëüçóåòñÿ, êàê âåðîÿòíîñòü îòáîðà ýòîé îñî-
áè åùå îäèí ðàç. Î÷åâèäíî, òàêîé îïåðàòîð, êàê è îïåðàòîð ñåëåêöèè ÊÃÀ,
îñóùåñòâëÿåò ïðîïîðöèîíàëüíóþ ñåëåêöèþ.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ñòîõàñòè÷åñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèè ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå ñ ïîìîùüþ êîëåñà ðóëåòêè, ðàçäåëåííîãî íàN ñåêòîðîâ êàê ïðè

6Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå: Baker's stochastic universal selection.
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ñåëåêöèè â ÊÃÀ. Ïóñòü â öåíòðå êîëåñà ÷åðåç ðàâíûå óãëîâûå ïðîìåæóòêè,
çàêðåïëåíî N óêàçàòåëåé. Ïîâîðîò êîëåñà ðóëåòêè íà ñëó÷àéíî âûáðàííûé
óãîë (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îò 0 äî 2π) îòíîñèòåëüíî óêàçàòåëåé
äàåò íàçíà÷åíèå ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé K1, . . . , KN . Â çàâåðøåíèå, ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K1, . . . , KN ïåðåóïîðÿäî÷èâàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì,
÷òîáû ñíèçèòü âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ íà âõîäå ñëå-
äóþùåãî çà ñåëåêöèåé îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà.

Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà îïåðàòîðà ñòîõàñòè÷åñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåê-
öèè îòðàæåíû â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñîáûòèé, ñîñòîÿ-
ùèõ â âûáîðå îñîáè i ïðè ñåëåêöèè ÊÃÀ ÷åðåç ZCGA(i, Πt), à ïðè ñòîõàñòè÷å-
ñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèè Áýêåðà � ÷åðåç ZB(i, Πt). Ïóñòü D[·] îáîçíà÷àåò
äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Óïðàæíåíèå 3.2 Ïîêàçàòü, ÷òî D[ZB(i, Πt)] ≤ 1/4, â òî âðåìÿ êàê
D[ZCGA(i, Πt)] ìîæåò ðàñòè íåîãðàíè÷åííî ñ ðîñòîì N ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå ïîïóëÿöèè Πt.

Ðàíãîâàÿ ñåëåêöèÿ.7 Îáà èç ðàññìîòðåííûõ âûøå îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè
èìåþò îáùåå ïðîáëåìíîå ñâîéñòâî: êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïîïóëÿ-
öèè ÃÀ ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé ê ìàêñèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ, è âìåñòå ñ ýòèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Ps(i, Π

t) ïðèáëèæà-
åòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó. Òàêèì îáðàçîì, ñíèæàåòñÿ ¾÷óâñòâèòåëüíîñòü¿ îïåðà-
òîðîâ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè ê ðàçëè÷èÿì â ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé
òåêóùåé ïîïóëÿöèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûë ïðåäëîæåí
Ä. Ãîëäáåðãîì [24] è ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè (ñì. âûðàæåíèå (12) â ïðèìåðå 5). Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè ðàíæèðîâàíèÿ îñîáåé.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Áèåêöèÿ rΠ : {1, ..., N} → {1, ..., N} íàçûâàåòñÿ ðàíæè-
ðîâàíèåì äëÿ ïîïóëÿöèè Π, åñëè rΠ(i) > rΠ(j) äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, 2, ..., N},
òàêèõ ÷òî Φ(ξi) > Φ(ξj). Çíà÷åíèå rΠ(i) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îñîáè ξi.

Ðàíãîâàÿ ñåëåêöèÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíîé ñå-
ëåêöèè ñ ïîäñòàíîâêîé ðàíãîâ îñîáåé rΠ(i) âìåñòî çíà÷åíèé èõ ïðèñïîñîáëåí-
íîñòè Φ(ξi) â âûðàæåíèè (2). Òàêàÿ ñåëåêöèÿ íå òåðÿåò ¾÷óâñòâèòåëüíîñòè¿
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ðàçëè÷èÿõ ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé.

7Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ranking selection.
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Ñëåäóþùèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ òàêæå ïðåäïîëàãàåò ðàíæè-
ðîâàíèå îñîáåé.

Òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ.8 Â îïåðàòîðå òóðíèðíîé ñåëåêöèè ñ ðàçìåðîì
òóðíèðà s (èíîå íàçâàíèå: îïåðàòîð s-òóðíèðíîé ñåëåêöèè) äëÿ îòáîðà î÷å-
ðåäíîãî ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè íåçàâèñèìî èçâëåêà-
þòñÿ s îñîáåé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è èç íèõ âûáèðàåòñÿ îñîáü ñ
íàèáîëüøèì ðàíãîì.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð 2-òóðíèðíîé ñåëåêöèè
áëèçîê ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê ðàíãîâîé ñåëåêöèè. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñîáûòèé,
ñîñòîÿùèõ â âûáîðå îñîáè i ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà 2-òóðíèðíîé ñåëåê-
öèè ÷åðåç ZT(i, Πt), à ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàíãîâîé ñåëåêöèè � ÷åðåç ZR(i, Πt).
Ïóñòü E[·] îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Óïðàæíåíèå 3.3 Ïîêàçàòü, ÷òî E[ZT(i, Πt)] = 2r−1
N , E[ZR(i, Πt)] = 2r

N+1 , è
D[ZR(i,Πt)]
D[ZT(i,Πt)] →

2r
2r−1 ïðè N →∞.

3.2 Ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé

Îáíîâëåíèå âñåé ïîïóëÿöèè íà êàæäîé èòåðàöèè ÊÃÀ ñîîòâåòñòâóåò ïîäõîäó,
ïðèìåíÿåìîìó ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè â ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòè-
êå (ñì., íàïðèìåð, [1]), îäíàêî, äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà ãåíîòèïîâ ñ âûñîêîé
ïðèñïîñîáëåííîñòüþ îáùàÿ ñõåìà ÃÀ çà÷àñòóþ ìîäèôèöèðóåòñÿ. Îñíîâíàÿ
ìîòèâàöèÿ ïðè ýòîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ÊÃÀ äàæå ãåíîòèï, ñóùåñòâåííî
ïðåâûøàþùèé ïî ïðèãîäíîñòè âñå ïðî÷èå îñîáè ïîïóëÿöèè, ñ áîëüøîé âåðî-
ÿòíîñòüþ áóäåò èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ óæå íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ïî-
ñëå åãî ïîÿâëåíèÿ. Îäíàêî â óñïåøíûõ ïðèëîæåíèÿõ ÃÀ ïðèñïîñîáëåííîñòü
ïîòîìêîâ, êàê ïðàâèëî, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êîððåëÿöèþ ñ ïðèñïîñîáëåí-
íîñòüþ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ñîõðàíÿòü
íàèáîëåå ïðèãîäíûå îñîáè â òå÷åíèå ðÿäà èòåðàöèé ÃÀ è ãåíåðèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîïóëÿöèè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñõåìû óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé, ðåàëèçóþùèå ýòîò ïðèí-
öèï.
Ýëèòàðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äåéñòâèé íà

êàæîé èòåðàöèè ÃÀ. Âî-ïåðâûõ, ñòðîèòñÿ î÷åðåäíàÿ ïîïóëÿöèÿ Πt+1 ïî ïðà-
âèëàì ÊÃÀ. Âî-âòîðûõ, åñëè ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè âñå ãåíîòèïû íîâîé ïîïó-
ëÿöèè óñòóïàþò ìàêñèìàëüíî ïðèñïîñîáëåííîé (ýëèòíîé) îñîáè ξt

e èç ïðåäû-
8Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí tournament selection.
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äóùåé ïîïóëÿöèè, òî îäèí èç íàèìåíåå ïðèñïîñîáëåííûõ ãåíîòèïîâ â Πt+1

çàìåíÿåòñÿ íà ξt
e.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÃÀ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè (1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè ýëèòíûõ
ôåíîòèïîâ f(x(ξ1

e)), f(x(ξ2
e)), . . . áóäåò íåóáûâàþùåé. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàë

Ã. Ðóäîëüô [31], ïðè x(B) = X è 0 < Pm < 1, äîïîëíåíèå ÊÃÀ ýëèòàðíîé ñòðà-
òåãèåé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(x(ξ1

e)), f(x(ξ2
e)), . . . ê

îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1) ïî÷òè íàâåðíîå.
Âìåñòî îäíîé ýëèòíîé îñîáè â ÃÀ ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ íåêîòîðîå ïîäìíî-

æåñòâî ãåíîòèïîâ òåêóùåé ïîïóëÿöèè, èìåþùèõ âûñîêóþ ïðèñïîñîáëåííîñòü
(ñì., íàïðèìåð, [22]). Òàêèå ñòðàòåãèè íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íîé çàìåíîé ïîïó-
ëÿöèè. Ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé
ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ýëèòíûõ îñîáåé.
Ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé. Ïðè ýòîé ñòðà-

òåãèè íà êàæäîé èòåðàöèè ÃÀ â ïîïóëÿöèþ äîáàâëÿþòñÿ äâà ãåíîòèïà, ïî-
ëó÷åííûõ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè. Êàæäàÿ íîâàÿ
îñîáü çàìåùàåò íåêîòîðûé ¾íåïåðñïåêòèâíûé¿ ãåíîòèï. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
¾íåïåðñïåêòèâíîãî¿ ìîæåò áûòü âçÿò ãåíîòèï ñ íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåí-
íîñòüþ, èëè ãåíîòèï, âûáðàííûé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè èìå-
þùèõ ïðèñïîñîáëåííîñòü íèæå ñðåäíåé â òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Â íåêîòîðûõ
âàðèàíòàõ ÃÀ íà âûõîäå êðîññèíãîâåðà èìååòñÿ òîëüêî îäèí ãåíîòèï � òîãäà
èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäíà îñîáü ïîïóëÿöèè.

Îñîáåííîñòüþ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé ÿâëÿåòñÿ
çíà÷èòåëüíî áîëåå áûñòðîå ¾ñóæåíèå¿ îáëàñòè ïîèñêà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ÊÃÀ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì, âî ìíîãèõ ðåàëèçàöèÿõ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ
ïîïóëÿöèåé ïðè ñîâïàäåíèè íîâîé îñîáè ñ îäíîé èç èìåþùèõñÿ â ïîïóëÿöèè,
íîâàÿ îñîáü â ïîïóëÿöèþ íå äîáàâëÿåòñÿ.

3.3 Îïåðàòîðû êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà ÊÃÀ, â ãåíåòè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìàõ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå îïåðàòîðû ðåêîìáèíàöèè ðîäèòåëüñêèõ ãå-
íîòèïîâ. Îáùåé ÷åðòîé äëÿ âñåõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìîå, ñâîéñòâî
ïåðåäà÷è ãåíîâ: çíà÷åíèå äëÿ êàæäîãî ãåíà ïîòîìêà âûáèðàåòñÿ èç çíà÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåíîâ îäíîãî èëè äðóãîãî ðîäèòåëåé.9

Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ êðîññèíãîâåðà ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îäèí ãåíîòèï
9Äàííîå ñâîéñòâî â ðàáîòàõ N. Radcli�e íàçàâíî gene transmission è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì allele

transmission (ñì. [29]).
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(ñì., íàïðèìåð, [6]), îäíàêî, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû îïåðàòîðû ñ äâóìÿ
âûõîäíûìè ãåíîòèïàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ
ïîïóëÿöèè, ñòðåìÿòñÿ ïîñòðîèòü êàê ìîæíî áîëåå óäàëåííûå îäèí îò äðóãîãî
ãåíîòèïû ïîòîìêîâ.

Ïóñòü äàíû ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû ξ è η, äëÿ êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ ïàðà
ãåíîòèïîâ ïîòîìêîâ ξ′, η′. Åñëè â çàäà÷å îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ, èëè ñõåìà
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òàêîâà, ÷òî x(B) ⊆ D, òîãäà óìåñòíî èñïîëüçîâàòü,
òàê íàçûâàåìóþ, ìàñêó êðîññèíãîâåðà. Ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîíèìàþò âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m = (m1, . . . ,ml) ∈ B, ïî êîòîðîé ñòðîÿòñÿ
ãåíîòèïû ïîòîìêîâ:

ξ′i =

 ξi, åñëè mi = 1
ηi, èíà÷å, ; η′i =

 ηi, åñëè mi = 1
ξi, èíà÷å, , i = 1, . . . , l.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ìàñêè êðîññèíãîâåðà.

Ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð. Ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà êàæäûé
ãåí êîïèðóåòñÿ â ãåíîòèï ïîòîìêà èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè ãåíîòèïà
îäíîãî èëè äðóãîãî ðîäèòåëÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, íåçàâèñèìî îò
äðóãèõ ãåíîâ. Ôîðìàëüíî äàííûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ìàñêè
êðîññèíãîâåðà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå B.

k-òî÷å÷íûé êðîññèíãîâåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå îäíîòî÷å÷íî-
ãî. Ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà â ñòðîêå ãåíîòèïà âûáèðàåòñÿ k ðàçëè÷íûõ
êîîðäèíàò ñêðåùèâàíèÿ 0 < χ1 < χ2 < . . . < χk < l ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ñðåäè âñåâîçìîæíûõ òàêèõ íàáîðîâ. Ïîëîæèì χ0 = 0, òîãäà ìàñêà
êðîññèíãîâåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai =

 1, åñëè (max{j : χj < i}) mod 2 = 0
0, èíà÷å , i = 1, . . . , l.

Äàííûé îïåðàòîð èìååò òî ñâîéñòâî, ÷òî ïðè çàäàíèè ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê
ñêðåùèâàíèÿ k, ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòû îäíîãî ðîäèòåëÿ âñåãäà ïåðå-
õîäÿò îäíîìó ïîòîìêó. Íàîáîðîò, ïðè íå÷åòíîì k ýòè êîîðäèíàòû êîïèðóþò-
ñÿ â êàæäûé èç ãåíîòèïîâ ïîòîìêîâ îò ðàçíûõ ðîäèòåëåé. Åñëè ýòè ñâîéñòâà
êðàéíèõ êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåæåëàòåëüíûìè, òî ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí, òàê íàçûâàåìûé, êðóãîâîé êðîññèíãîâåð, ïðè êîòîðîì ñòðîêà ãåíîòèïà
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîëüöî è èñïîëüçóåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî k êîîðäèíàò ñêðå-
ùèâàíèÿ.

Êàæäûé èç îïèñàííûõ îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
è â âàðèàíòå ñ îäíèì ãåíîòèïîì ïîòîìêà (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòáðîñèòü
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âòîðîé ïîëó÷àåìûé ãåíîòèï). Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí îïåðàòîð êðîññèí-
ãîâåðà, ïðè êîòîðîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ òîëüêî îäèí ãåíîòèï
ïîòîìêà.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à óñëîâíîé
ìàêñèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå äâîè÷íûõ ñòðîê äëèíû n. Ðàññìîòðèì âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è îòûñêàíèÿ íàèëó÷øåãî ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè
ãåíîòèïà, êàê ðåçóëüòàòà êðîññèíãîâåðà äëÿ çàäàííîé ïàðû ðîäèòåëüñêèõ ãå-
íîòèïîâ ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãåíîâ. Äëÿ ïðîñòîòû
ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî îïåðàòîðû ïîñòðîåíèÿ íà-
÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè ãåíåðèðóþò òîëüêî ãåíîòèïû,
ïðåäñòàâëÿþùèå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãåíîâ, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäàííûõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ p1, p2,
ïðåäñòàâëÿþùèõ äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäñòàâëÿþùèé äî-
ïóñòèìîå ðåøåíèå ãåíîòèï ξ, òàêîé ÷òî:

1) äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ ξj = p1
j èëè ξj = p2

j ;
2) ξ èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ñðåäè âñåõ

ãåíîòèïîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1).
Äàëåå ìíîæåñòâî íîìåðîâ êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû

ðàçëè÷íû, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D(p1, p2).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîì-

áèíàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èçâåñòíóþ çàäà÷ó èç òåîðèè ãðàôîâ. Ïóñòü
èìååòñÿ ãðàô G = (V, E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vn} è ìíîæå-
ñòâîì ðåáåð E. Çàäà÷à î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ñîñòîèò â îòûñ-
êàíèè òàêîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ V , ÷òî íè îäíî ðåáðî e ∈ E íå èíöèäåíòíî
ñðàçó äâóì âåðøèíàì èç S (ò.å. S � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî) è ìîùíîñòü ýòîãî
ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíà.

Åñòåñòâåííûì áóäåò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ âåêòîðà-
èíäèêàòîðà èç {0, 1}n, ãäå ξj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà vj

ïðèíàäëåæèò èñêîìîìó ïîäìíîæåñòâó. Ïóñòü Φ(ξ) = |x(ξ)| äëÿ ëþáîãî äî-
ïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x(ξ). Êàê çàìå÷åíî â ðàáîòå Ý.Áàëàøà è Â.Íèõàóñà [20],
ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðå-
êîìáèíàöèè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðîäèòåëüñêèå
íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà S1 è S2 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãåíîòèïû p1 è p2. Èñ-
õîäÿ èç ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãåíîâ, ðåøåíèå-ïîòîìîê S äîëæíî ñîäåðæàòü âñå
ìíîæåñòâî âåðøèí L = S1 ∩ S2, êðîìå òîãî, â S íå äîëæíî áûòü ýëåìåíòîâ
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ìíîæåñòâà V \(S1∪S2), à âåðøèíû ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà D(p1, p2) íåîáõî-
äèìî âûáðàòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ôîðìóëèðóåòñÿ,
êàê çàäà÷à î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ïîäãðàôå, ïîðîæäåííîì
ìíîæåñòâîì âåðøèí ñ íîìåðàìè èç D(p1, p2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííûé ïîä-
ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â äâóäîëüíîì ãðà-
ôå H = (V ′, E ′) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî íàèáîëüøåå íåçà-
âèñèìîå ìíîæåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ C ′, òî åñòü òàêîãî íàèìåíüøåãî ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âåðøèí,
÷òî êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé èç íèõ.

Çàäà÷à î íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè äâóäîëüíîãî ãðàôà H =
(V ′, E ′) ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü-
íîãî ðàçðåçà âî âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå, ñîñòîÿùåì èç ãðàôà H è äîïîëíè-
òåëüíûõ âåðøèíû-èñòî÷íèêà v0 è âåðøèíû-ñòîêà vn+1. Èñòî÷íèê v0 ñîåäèíÿ-
åòñÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè îäíîé äîëè, à ñòîê vn+1 � ñî âñåìè âåðøèíàìè äðó-
ãîé äîëè. Ðåáðàì èç ìíîæåñòâà E ′ ïðèïèñûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè, à ðåáðàì, èíöèäåíòíûì äîïîëíèòåëüíûì âåðøèíàì � åäèíè÷-
íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè. Íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå C ′ ôîðìè-
ðóåòñÿ èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ ðåáðàì ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

Ãåíîòèï ξ, ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðîì-èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà L ∪ (V ′ \ C ′)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è
î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.

Óïðàæíåíèå 3.4 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïî-
êðûòèè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
(ò.å. vj ∈ C ⇔ ξj = 1) çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ýôôåêòèâíî
ðàçðåøèìà.

Ðàññìîòðåííàÿ çäåñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ìî-
æåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà � ñì., íàïðèìåð, [4, 6]. Âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿ-
ùåé ôîðìóëèðîâêè ýòîé ïîäçàäà÷è è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ äåëàåòñÿ íà îñíîâå
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

3.4 Íåäâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ íàèáîëåå åñòå-
ñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð öåëûõ èëè ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èëè åãî
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ðàçáèåíèå íà ïîäìíîæåñòâà. Âî ìíîãèõ èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèé ïîñðåäñòâîì äâîè÷íûõ ãåíîòèïîâ íå èìååò ñìûñëà è ðàññìàòðèâàþòñÿ
áîëåå ïîäõîäÿùèå íåäâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì ãåíîòèïîâ

B = A1 × A2 × . . .× Al,

A1, . . . , Al � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ.
Íåäâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ x(ξ) äëÿ âñÿêîãî ãåíîòèïà ξ ∈ B. Ïðèìåð
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè ìíîæå-
ñòâà ñîäåðæèòñÿ â ï. 4.2.

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå íåäâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàõîäÿò â ÃÀ äëÿ çàäà÷,
ãäå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò ïåðåñòàíîâêè. Ðàññìîòðèì â
êà÷åñòâå ïðèìåðà íåêîòîðûå îïåðàòîðû ÃÀ, ïðåäëîæåííûå äëÿ çàäà÷è êîì-
ìèâîÿæåðà.

Ïóñòü äàí ïîëíûé ãðàô G = (V, E) ñ íóìåðàöèåé âåðøèí è óêàçàíà
äëèíà d(e) äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøèé îáõîä, òî
åñòü öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì ãðàôà è èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ
äëèíó. Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íåäâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáõîäà
ìîæåò áûòü âûáðàí öåëî÷èñëåííâé âåêòîð èç l = |V | − 1 ÷èñåë, ãäå ξi

ñîäåðæèò íîìåð i-òîé âåðøèíû ïðè îáõîäå, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v1.

Îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà ñ ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì áûë ïðåäëî-
æåí â ðàáîòå Ä. Ãîëäáåðãà è Ð. Ëèíãëå [25]. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ
êðàòêîå îáîçíà÷åíèå PMX.10

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êðîññèíãîâåðà PMX íà èëëþñòðàòèâíîì ïðèìåðå.
Ïóñòü äàíû ñëåäóþùèå ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû ñ êîîðäèíàòàìè ñêðåùèâàíèÿ
χ1 = 3, χ2 = 7:

ξ=( 1 2 3 4 5 6 7 8 9)
η=( 4 5 2 1 8 7 6 9 3).

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ îáìåí ñðåäíèìè ó÷àñòêàìè ãåíîòèïîâ, ïðî÷èå ãåíû
ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè:

( x x x 1 8 7 6 x x)
( x x x 4 5 6 7 x x).

10Îò àíãëèéñêîãî partially mapped crossover.
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Äàëåå, äëÿ êàæäîãî èç íåîïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïðîâåðÿåòñÿ, ìîæíî ëè â
ýòîé ïîçèöèè îñòàâèòü ïðåæíåå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, â ïåðâîì èç óêàçàííûõ
ãåíîòèïîâ íåëüçÿ îñòàâèòü 1 íà ïåðâîé ïîçèöèè, ò.ê. 1 óæå çàôèêñèðîâàíà â
÷åòâåðòîì ãåíå, îäíàêî ìîæíî îñòàâèòü íà ìåñòå çíà÷åíèÿ 2, 3 è 9. Àíàëî-
ãè÷íî, âî âòîðîì ãåíîòèïå ìîæíî îñòàâèòü íà ìåñòå 2, 9 è 3:

( x 2 3 1 8 7 6 x 9)
( x x 2 4 5 6 7 9 3).

Íàêîíåö, îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ çàïîëíÿþòñÿ òàêèìè æå ïîïàðíûìè îáìå-
íàìè, êàêèìè èçìåíÿëèñü ñðåäíèå ó÷àñòêè, òîëüêî òåïåðü îáìåí ïðîèñõîäèò
íå ìåæäó ãåíîòèïàìè, à âíóòðè êàæäîãî èç íèõ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìå-
ðå 4 ìåíÿåòñÿ íà 1, 5 � íà 8, 6 � íà 7, 7 � íà 6. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò
êðîññèíãîâåðà èìååò âèä:

ξ′= ( 4 2 3 1 8 7 6 5 9)
η′=( 1 8 2 4 5 6 7 9 3).

Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, êðîññèíãîâåð PMX ïîêàçûâàåò õîðîøèå ðå-
çóëüòàòû â ðÿäå çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, â òî âðåìÿ êàê äëÿ çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè îïåðàòîðû, îñíîâàííûå íà íà-
ñëåäîâàíèè ñâîéñòâà ñìåæíîñòè âåðøèí. Ïðèìåð ÃÀ ñ èñïîëüçîâàíèåì êðîñ-
ñèíãîâåðà PMX äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè ïðèâîäèòñÿ
â ï. 4.3.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îïåðàòîðîâ ìóòàöèè, ïðèìåíÿåìûõ â çàäà÷å
êîììèâîÿæåðà è äðóãèõ çàäà÷àõ, ãäå äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
ïåðåñòàíîâêè. Ïðè îïèñàíèè ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîä ñëó÷àéíûì âûáîðîì
ïîíèìàåòñÿ âûáîð ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ.

Ìóòàöèÿ îáìåíà11 ñîñòîèò â îáìåíå ïàðû ãåíîâ èç ñëó÷àéíî âûáðàííûõ
ïîçèöèé â äàííîé íà âõîä ïåðåñòàíîâêå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà
äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïðè äåéñòâèè äàííîãî îïåðàòîðà âûïîëíÿåòñÿ
øàã â ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó èç îêðåñòíîñòè 2-city swap [11].

Ìóòàöèÿ ñäâèãà12 ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè ãåíà èç ñëó÷àéíî âûáðàííîé
ïîçèöèè íà ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïîçèöèé âëåâî èëè âïðàâî. Ñîäåðæèìîå âñåõ

11Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí exchange mutation.
12Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí shift mutation.
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ïðîìåæóòî÷íûõ ãåíîâ ïðè ýòîì ñäâèãàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ.

Ìóòàöèÿ ¾2-çàìåíà¿. Ïîñëåäíèé ïðèìåð îïåðàòîðà ìóòàöèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî â ñëó÷àå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â òåðìèíàõ ôåíîòèïîâ,
òî åñòü îáõîäîâ ãðàôà G. Â îáõîäå, çàäàííîì âõîäíûì ãåíîòèïîì ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ äâà íåñìåæíûõ ðåáðà è çàìåíÿþòñÿ äâóìÿ íîâûìè
ðåáðàìè, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, äåéñòâèå äàííîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàã
â ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó èç îêðåñòíîñòè, îïðåäåëåííîé îòíîñèòåëüíî 2-
çàìåíû [14].

Óïðàæíåíèå 3.5 Îïèñàòü àëãîðèòì, îñóùåñòâëÿþùèé ìóòàöèþ ¾2-
çàìåíà¿ â óêàçàííîé âûøå íåäâîè÷íîé êîäèðîâêå ðåøåíèé çàäà÷è êîììè-
âîÿæåðà.

4 Ãèáðèäíûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Íà ïðàêòèêå ïðèâåäåííûå âûøå ñõåìû ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, êàê ïðà-
âèëî, èñïîëüçóþòñÿ â êîìáèíàöèè ñ íåêîòîðûìè ýâðèñòè÷åñêèìè ïðîöåäó-
ðàìè, ó÷èòûâàþùèìè ñïåöèôèêó ðåøàåìîé çàäà÷è. Ñðåäè òàêèõ ïðîöåäóð
íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ðåøåíèé13, ¾æàäíûå¿
àëãîðèòìû êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé è äåêîäèðóþùèå ýâðèñòèêè. Íèæå îïè-
ñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû ðàáîòû ýòèõ ïðîöåäóð.

4.1 Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ìåòîä, ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé îïòèìèçà-
öèè ê êàæäîìó íîâîìó ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå ìóòàöèè è êðîñ-
ñèíãîâåðà. Óëó÷øåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå êîäèðóåòñÿ êàê ãåíîòèï è
äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ ÃÀ. Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà y ∈ D îïðåäå-
ëåíà íåêîòîðàÿ åãî îêðåñòíîñòü N(y) ⊆ D è ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ïî öåëåâîé ôóíêöèè â N(y) äëÿ
ëþáîãî y ∈ D. Â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè çà÷àñòóþ âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ðàññòîÿíèÿ îò y, íàïðèìåð, â ìåòðèêå
Õýììèíãà. Ðàáîòà ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïåðåõîäå îò ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå íîâîå

13ÃÀ ñ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèåé â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü memetic algorithm.
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ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì â îêðåñòíîñòè ïðåäûäóùåãî. Âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ ïîèñê ïî îêðåñòíîñòè N(y) âûïîëíÿåòñÿ ïåðåáîðîì åå ýëåìåíòîâ. Òî-
ãäà õîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò óïðîùåííàÿ ýâðèñòèêà, â êîòîðîé èç òåêóùåãî
ðåøåíèÿ y âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â ïåðâîå íàéäåííîå ðåøåíèå, óëó÷øàþùåå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(y). Ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà âîçâðàùàåò
ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå y. Íàéäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
îïòèìóìîì, ò.å. â åãî îêðåñòíîñòè óæå íå ñóùåñòâóåò óëó÷øàþùèõ ðåøåíèé.
Ïîäðîáíåå î ìåòîäàõ ïîèñêà ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ñì., íàïðèìåð, â [11, 14].

Ìîòèâàöèåé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, è ãëîáàëüíûé îïòè-
ìóì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îðãàíèçàöèÿ ïîèñêà íà ìíîæå-
ñòâå ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ èëè â îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà óâåëè÷èò øàí-
ñû ïîëó÷èòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îïèñàííàÿ ýâðèñòè-
êà ïîäõîäèò äëÿ òåõ ñèòóàöèé, êîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ f(y′), y′ ∈ N(y)
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè f(y).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó "ìàêñèìàëüíûé ðàçðåç", ñôîðìó-
ëèðîâàííóþ â ï.2.2. Ïóñòü îêðåñòíîñòüþ ðàçðåçà y = {Uy, U

′
y} ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ òåõ ðàçðåçîâ {U,U ′}, â êîòîðûõ U èëè U ′ îòëè÷àåòñÿ îò Uy íå
áîëåå ÷åì k âåðøèíàìè, ãäå k-êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå âåñà î÷å-
ðåäíîãî ðàçðåçà èç îêðåñòíîñòè îñóùåñòâèìî çà O(|V |) îïåðàöèé, â òî âðåìÿ
êàê íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå âåñà ðàçðåçà òðåáóåò O(|E|) îïåðàöèé.

4.2 ¾Æàäíûå¿ àëãîðèòìû êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé

Äàííûé ìåòîä ïîäîáåí ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ðåøåíèé, íî îòëè÷àåòñÿ òåì,
÷òî ê âíîâü ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ âìåñòî ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðèìåíÿ-
þò íåêîòîðûé ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòü çàäà÷ó â âèäå îòûñêàíèÿ íàáîðà èëè ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ èç íåêî-
òîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà U . Äëÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñ-
ëî ¾æàäíûõ¿ àëãîðèòìîâ, ðàáîòà êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà è
íà êàæäîé èòåðàöèè ê èìåþùåìóñÿ (âîçìîæíî, åùå íåäîïóñòèìîìó) íàáîðó
èëè ðàçìåùåíèþ äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ýëåìåíò ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî
ýâðèñòè÷åñêîãî ïðàâèëà. Ñóùåñòâóþò òàêæå ¾æàäíûå¿ àëãîðèòìû, ðàáîòà
êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, è íà êàæäîé èòåðà-
öèè èç èìåþùåãîñÿ íàáîðà èñêëþ÷àåòñÿ ýëåìåíò ñ íàèìåíüøåé ¾öåííîñòüþ¿.

Äëÿ êîððåêòèðîâêè ãåíîòèïà ξ, ïîëó÷åííîãî íà âûõîäå îïåðàòîðîâ ìóòà-
öèè è êðîññèíãîâåðà, ê íàáîðó ýëåìåíòîâ J(ξ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ξ, ïðèìåíÿ-
åòñÿ ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â ¾æàäíîì¿ àëãîðèòìå öåëå-
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ñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ýëåìåíòû èç J(ξ) (ñì., íàïðèìåð, [6]). Â äðó-
ãèõ ñëó÷àÿõ [21] â ïðîöåññå ðàáîòû ¾æàäíîãî¿ àëãîðèòìà â ìíîæåñòâî J(ξ)
äîáàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû èç U\J(ξ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäèí èç ¾æàäíûõ¿ àëãîðèòìîâ êîððåê-
òèðîâêè ðåøåíèé, èñïîëüçîâàííûé â ÃÀ äëÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðû-
òèè ìíîæåñòâà [6]. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïóñòü
äàíû ìíîæåñòâî M = {1, ...,m} è íàáîð åãî ïîäìíîæåñòâ Mj ⊆ M , ãäå
j ∈ U = {1, ..., n}. Ïîäìíîæåñòâî J ⊆ U íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì M , åñëè⋃
j∈J

Mj = M . Êàæäîìó Mj ïðèïèñàíà ñòîèìîñòü (èëè âåñ) cj > 0, cj ∈ R.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè.
Ðàññìàòðèâàåìûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì îñíîâàí íà íåäâîè÷íîì ïðåä-

ñòàâëåíèè ðåøåíèé, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó îáåñïå÷èâàåòñÿ äîïóñòèìîñòü ôåíî-
òèïà ïðè ëþáîì ãåíîòèïå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïîäìíî-
æåñòâ Mj, ïîêðûâàþùèõ ýëåìåíò i ∈ M , ò.å. Ui = {j : i ∈ Mj}. Â äàííîì ÃÀ
ãåíîòèï ξ ñîñòîèò èç m ãåíîâ ξ1, ξ2, ..., ξm, ïðè÷åì ξi ∈ Ui, ãäå i = 1, 2, ...,m,
ò.å. êàæäûé ãåí êîäèðóåò îäíî èç ìíîæåñòâ, ïîêðûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíò. Ãåíîòèïó ξ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîêðûòèå (ôåíîòèï) J(ξ), ñîäåðæàùåå
íîìåðà âñåõ òåõ ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå çàêîäèðîâàíû õîòÿ áû
â îäíîì èç ãåíîâ ξ.

Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ðåêîìáèíàöèè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ðàâ-
íîìåðíûé êðîññèíãîâåð. Ïðè ìóòàöèè â ñëó÷àéíî âûáðàííîì ïîäìíîæåñòâå
ãåíîâ âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà èõ çíà÷åíèé íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äëÿ
ýôôåêòèâíîé ðàáîòû äàííîãî ÃÀ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü îïåðàòîð êîððåê-
òèðîâêè ðåøåíèé, èñêëþ÷àþùèé èç ãåíîòèïà ξ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå
êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè, íåêîòîðûå ¾ëèøíèå¿ ïîäìíîæåñòâà Mj. Ñ ýòîé
öåëüþ â ÃÀ [6] èñïîëüçóþòñÿ òðè ¾æàäíûå¿ ýâðèñòèêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
íàõîäèò íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷è íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ
ìíîæåñòâà M ïîñðåäñòâîì ïîäìíîæåñòâ ñ íîìåðàìè èç J(ξ). Ðàññìîòðèì îä-
íó èç ýòèõ ýâðèñòèê.

Äàííàÿ ýâðèñòèêà îáîçíà÷àåòñÿ Lmin, ââèäó òîãî ÷òî ðåçóëüòàòîì åå ðàáî-
òû ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîå èç ïîêðûòèé, ñîäåðæàùèõñÿ â
ïîäìíîæåñòâå J(ξ). Lmin íà÷èíàåò ðàáîòó ñ äàííîãî íà âõîä ïîêðûòèÿ J(ξ),
è, ïðîñìàòðèâàÿ åãî ýëåìåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, èñêëþ÷àåò òå
èç íèõ, óäàëåíèå êîòîðûõ íå íàðóøàåò äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî èçíà÷àëüíî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ
èõ ñòîèìîñòè.
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Àëãîðèòì Lmin
Øàã 1. Ïîëîæèòü J := J(ξ).
Øàã 2. Äëÿ âñåõ j èç J â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ âûïîëíÿòü:

2.2. Åñëè J\{j} - ïîêðûòèå, òî ïîëîæèòü J := J\{j}.
Øàã 3. Äëÿ âñåõ i ∈ M â ðåçóëüòèðóþùåì ãåíîòèïå η ïîëîæèòü

ηi := j, ãäå j ∈ Ui ∩ J .

Íà øàãå 3 çäåñü ñòðîèòñÿ ãåíîòèï ïîòîìêà, êîäèðóþùèé ïîëó÷åííîå ïî-
êðûòèå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóð ëîêàëüíîé êîððåêòèðîâêè ðåøåíèÿ ïî-
ëó÷åííûé ãåíîòèï äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ. Äàííûé ïîäõîä ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ëàìàðêîâîé ýâîëþöèåé.14

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ðåàëèçàöèÿõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ñ ëî-
êàëüíîé îïòèìèçàöèåé ðåøåíèé èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾æàäíûõ¿ ýâðèñòèê
êîððåêòèðîâêè îêàçûâàåòñÿ áîëåå âûãîäíî äîáàâëÿòü â ïîïóëÿöèþ èñõîäíûé
ãåíîòèï, ïîëó÷åííûé ñðàçó ïîñëå ðåêîìáèíàöèè è ìóòàöèè, âìåñòî ñêîððåê-
òèðîâàííîãî ðåøåíèÿ [32]. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ òàêî-
ãî ãåíîòèïà ïðèíèìàåòñÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòà-
òå êîððåêòèðîâêè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî â ÃÀ ðåàëèçîâàíà áàëäâèíîâà
ýâîëþöèÿ.15 Êàê ïðàâèëî, íà íà÷àëüíîì ýòàïå òàêîé ÃÀ çàòðà÷èâàåò áîëü-
øåå ÷èñëî èòåðàöèé ÷åì ïðè ëàìàðêîâîé ýâîëþöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé
òîãî æå êà÷åñòâà, îäíàêî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè ðàáîòû áàëäâè-
íîâà ýâîëþöèÿ ìîæåò èìåòü ïðåèìóùåñòâî. Áàëäâèíîâó ýâîëþöèþ ìîæíî
òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÃÀ ñ äåêîäèðóþùåé ýâðèñòèêîé
(ñì. ï. 4.3).

4.3 Äåêîäèðóþùèå ýâðèñòèêè

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äåêîìïîçè-
öèè èñõîäíîé çàäà÷è íà ðÿä áîëåå ïðîñòûõ ïîäçàäà÷, ïðè÷åì ïîëó÷àþùèåñÿ
ïîäçàäà÷è îêàçûâàþòñÿ îäíîòèïíûìè ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå è ìîãóò áûòü ýô-
ôåêòèâíî ðåøåíû òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî. Ê ÷èñëó çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà îòíîñÿòñÿ òàêèå, ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé íàáîð èëè ðàç-

14Ïî Æ.Á.Ëàìàðêó, èíòåíñèâíî ôóíêöèîíèðóþùèå îðãàíû ðàçâèâàþòñÿ, à íå íàõîäÿùèå óïîòðåáëå-
íèÿ îñëàáåâàþò, è ýòè ôóíêöèîíàëüíî-ìîðôîëîãè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ïåðåäàþòñÿ ïî íàñëåäñòâó. Çàêîíû
Ëàìàðêà áûëè îïðîâåðãíóòû îòêðûòèÿìè ãåíåòèêè â íà÷àëå 20 â.

15Äæ. Áàëäâèí ïðåäëîæèë ìåõàíèçì, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïåðâîíà÷àëüíî ïðèîáðåòåííûå íàâûêè îðãà-
íèçìîâ ìîãóò â äàëüíåéøåì ñòàòü íàñëåäóåìûìè. Íà ïåðâîì ýòàïå îðãàíèçìû (áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèì ìóòàöèÿì) ïðèîáðåòàþò ñâîéñòâî îáó÷èòüñÿ íåêîòîðîìó ïîëåçíîìó íàâûêó. Ïðèñïîñîáëåííîñòü
òàêèõ îðãàíèçìîâ óâåëè÷èâàåòñÿ è îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïîïóëÿöèè. Íà âòîðîì ýòàïå ïðèîáðåòåí-
íûé ïîëåçíûé íàâûê ìîæåò áûòü ¾ïîâòîðíî èçîáðåòåí¿ ãåíåòè÷åñêîé ýâîëþöèåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îí
çàïèñûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ãåíîì è ñòàíîâèòñÿ íàñëåäóåìûì.
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ìåùåíèå ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà, çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ
ðàñïèñàíèé, ìàðøðóòèçàöèè ïåðåâîçîê è äð. Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå ïîäçà-
äà÷ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ àëüòåðíà-
òèâíûõ ¾æàäíûõ¿ ýâðèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ê èìåþùåìóñÿ
(âîçìîæíî, åùå íåäîïóñòèìîìó) ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ äîáàâëÿåòñÿ îäèí èëè
áîëåå íîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïðåäøåñòâóþùèå ïîäçàäà÷è ìîãóò äàâàòü
ðåçóëüòàòû, çàòðóäíÿþùèå èëè óïðîùàþùèå ðåøåíèå ïîñëåäóþùèõ. Äàæå
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ ïîäçàäà÷ çà÷àñòóþ îêàçûâàþòñÿ íå ðàöèî-
íàëüíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â öåëîì.

Ñóùåñòâåííîå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü
äîñòèãíóòî çà ñ÷åò ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýâðèñòèê, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ
ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ èëè çà ñ÷åò âûáîðà ïîðÿäêà îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ.
Äëÿ ïîèñêà íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ãäå ãåíîòèï ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ ýâðèñòèê èëè îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ¾æàäíûå¿ ýâðèñòèêè îñóùåñòâëÿþò äåêîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè, çàïè-
ñàííîé â ãåíîòèïå. Äàííûé ïîäõîä áûë, â ÷àñòíîñòè, óñïåøíî ïðèìåíåí ê
çàäà÷àì ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, äâóìåðíîé óïàêîâêè, ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà-
íèé ïî ëîêàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè [13].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãèáðèäíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ÃÀ
è ¾æàäíîé¿ ýâðèñòèêå äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî ïîñòàâùèêîâ ðàâíî n, à êîëè÷åñòâî ïîòðåáèòåëåé �
m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ìàêñèìàëüíûé îáúåì ïðîäóêöèè, êîòîðûé ñïîñîáåí
ïðåäîñòàâèòü ïîñòàâùèê i, i = 1, ..., n, Aj � îáúåì ïðîäóêöèè, íåîáõîäèìûé
ïîòðåáèòåëþ j, j = 1, ...,m. Êðîìå òîãî, åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïî-
ñòàâêà îò ïîñòàâùèêà i ïîòðåáèòåëþ j, òî îíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå çàäàí-
íîãî çíà÷åíèÿ mij. Ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (z, x) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(aijzij + cijxij) → min (13)

m∑
j=1

xij ≤ Mi, i = 1, . . . , n, (14)

n∑
i=1

xij = Aj, j = 1, . . . ,m, (15)

zij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, (16)
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mijzij ≤ xij ≤ Mizij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. (17)
Áóëåâû ïåðåìåííûå zij óêàçûâàþò íà íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïîñòàâêè îò
ïîñòàâùèêà i ïîòðåáèòåëþ j, à âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå xij îáîçíà÷àþò åå
îáúåì.

Ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè îò NP-ïîëíîé çàäà÷è ÐÀÇÁÈ-
ÅÍÈÅ [5] íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äëÿ
ñèñòåìû (14)-(17) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå ïðè m = 1. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå
mij ðàâíû íóëþ, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîé òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷åé ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëàòàìè [2].

Ðàññìîòðèì ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì GAgrd, îñíîâàííûé íà èäåå ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ
â îòäåëüíîñòè. Â àëãîðèòìå äåêîäèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîî÷åðåäíî è êàæäîìó èç íèõ íàçíà÷àþòñÿ ïîñòàâêè èç îñòàâøåãîñÿ ó
ïîñòàâùèêîâ îáúåìà ïðîäóêöèè. Â ïðîöåññå ðàáîòû ÃÀ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîèñê íàèëó÷øåãî ïîðÿäêà ïðîñìîòðà ïîòðåáèòåëåé. Òàê êàê ðàññìàòðè-
âàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, âåëè÷èíó 1/F (z, x), ïðè óñëîâèè F (z, x) > 0.
Ïóñòü ïîðÿäîê çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ïîòðåáèòåëåé
π = (j1, ..., jm). Òîãäà ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïî ãåíîòèïó ξ = π,
èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

Äåêîäèðîâàíèå(π)
1. Äëÿ k := 1 äî m âûïîëíÿòü:
1.1 Ðåøèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè äëÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ jk, ò.å.

ïîëó÷èòü âåêòîð xijk
, i = 1, ..., n.

1.2 Ïåðåñ÷èòàòü îáúåìû ïðîäóêöèè: Mi := Mi − xijk
.

Çàäà÷à ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ¾æàäíîãî¿
àëãîðèòìà, ñõåìà êîòîðîãî áóäåò ïðèâåäåíà íèæå. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîïóñòèìûì � â ýòîì ñëó÷àå åìó íàçíà÷àåòñÿ øòðàô.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ïîèñêà íàèëó÷øåé ïåðåñòàíîâêè âîçíèêàåò ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà èçâåñòíî ìíîæåñòâî
óñïåøíûõ ðåàëèçàöèé ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, è àëãîðèòì GAgrd ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê àäàïòàöèþ îäíîãî èç íèõ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâ-
êàìè. GAgrd áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì òóðíèðíîé ñåëåêöèè è ñòà-
öèîíàðíîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé. Â êà÷åñòâå ìóòàöèè áûë âûáðàí
îïåðàòîð îáìåíà, â êà÷åñòâå êðîññèíãîâåðà � îïåðàòîð PMX (ñì. ï. 3.3).

Îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì. Ïóñòü m = 1.
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Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè A = A1, ci = ci1, ai = ai1, mi = mi1, xi = xi1.

Æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì:
1 Ïîêà A > 0 è {1, ..., n | Mi ≥ mi} 6= ∅, âûïîëíÿòü:
1.1. Si = min{max{A, mi}, Mi}, äëÿ âñåõ i ∈ {1, ..., n | Mi ≥ mi}.
1.2. Âûáðàòü i ∈ {1, ..., n | Mi ≥ mi}, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà

(ai + ciSi)/Si ìèíèìàëüíà.
1.3. Ïîëîæèòü xi := Si, A := A− xi, Mi := Mi − xi.

Íà êàæäîé èòåðàöèè æàäíîãî àëãîðèòìà äîáàâëÿåòñÿ íàèáîëåå äåøåâàÿ
ïîñòàâêà â îòíîñèòåëüíîì âûðàæåíèè çà åäèíèöó ïðîäóêöèè. Ïîñëå çàâåð-
øåíèÿ ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà ïðèìåíÿþòñÿ ïðîñòåéøèå ïðîöåäóðû óäà-
ëåíèÿ èçëèøíåãî îáúåìà ïðîäóêöèè, êîòîðûé ìîæåò ïîÿâèòüñÿ çà ñ÷åò îãðà-
íè÷åíèÿ xi ≥ mi ïðè xi > 0. Åñëè æå ïî çàâåðøåíèè æàäíîãî àëãîðèòìà
îêàæåòñÿ, ÷òî A 6= 0, òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì, è ñî-
îòâåòñòâóþùåìó ãåíîòèïó, â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè,
íàçíà÷àåòñÿ âåëè÷èíà α/|A|, ãäå α äîñòàòî÷íî ìàëî (øòðàôíîé êîýôôèöè-
åíò). Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (13)�(17) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêè π.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà GAgrd ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî äåêîäåðà äàåò çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî êàê
ïî âðåìåíè, òàê è ïî êà÷åñòâó ðåøåíèé â ñðàâíåíèè ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïðè-
ìåíåíèåì äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè [3].

4.4 Òî÷íûå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñõåì ãèáðèäèçàöèè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ñ
äðóãèìè ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè, íåîáõîäèìî îòìåòèòü áîëüøîå ïðàêòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå êîìáèíàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ ñ òàêèìè òî÷íûìè ìåòîäàìè,
êàê ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ïåðåáîð L-êëàññîâ è äåêîìïîçèöèÿ Áåíäåðñà (ñì.,
íàïðèìåð, [2, 9, 10, 17, 22]).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà êîìáèíàöèþ ÃÀ è òî÷íîãî àëãîðèòìà âåòâåé è
ãðàíèö Ëåíä è Äîéã [17] äëÿ çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ íà ìàêñèìóì (8)�(10) èç ï. 2.2. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà âåòâåé è ãðàíèö ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ðåêîðäà, òî åñòü îöåíêè ñíèçó íà
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïðè÷åì óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ýòîé
îöåíêè ñïîñîáñòâóåò óñêîðåíèþ àëãîðèòìà.

Ðàáîòà ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè U íà
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îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðåøåíèåì ËÏ-ðåëàêñàöèè èñõîäíîé
çàäà÷è. Äàëåå, âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÃÀ.
Åñëè íà íåêîòîðîé èòåðàöèè t â ÃÀ âûïîëíèòñÿ ðàâåíñòâî U = f(x(ξ̃t)), ýòî
îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ è ðàáîòà ãèáðèäíîãî àëãîðèò-
ìà çàâåðøàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÃÀ ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó äî ñðà-
áàòûâàíèÿ äðóãîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè, íàïðèìåð, äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî
çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé èëè îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè ñ÷åòà.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà íà÷èíàåò ðàáîòó òî÷íûé àëãîðèòì âåò-
âåé è ãðàíèö. Ïðè ýòîì, åñëè â ÃÀ íàéäåíî íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå
x(ξ̃tmax), òî âåëè÷èíà ρ = f(x(ξ̃tmax)) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ðåêîðäà. Â ñëó-
÷àå öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè c1, ..., cn ìîæíî ïîëî-
æèòü ρ = f(x(ξ̃tmax))+1. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ãèáðèäèçàöèè ÃÀ ñ ìåòî-
äîì ïåðåáîðà L-êëàññîâ [9, 22] è îòñå÷åíèÿìè Áåíäåðñà [10]. Ïðè ýòîì ðàáî-
òà ÃÀ è òî÷íîãî àëãîðèòìà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî, ñ îáìåíîì
íàèëó÷øèìè íàéäåííûìè ðåøåíèÿìè [22]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ
ãèáðèäíûìè àëãîðèòìàìè îïèñàííîãî òèïà ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå ÃÀ â
êîìáèíàöèè ñ òî÷íûìè ìåòîäàìè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ
ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.
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